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Resumo
Este trabalho aponta um estudo de ma´ximos e mı´nimos de func¸o˜es em atividades
com alguns alunos do ensino me´dio de uma escola pu´blica da Ceilaˆndia-DF. Discorre
brevemente sobre a importaˆncia de se usar materiais concretos e o uso das Tecnologias
de Informac¸a˜o e Comunicac¸a˜o (TIC) como ferramenta de ensino, dando uma eˆnfase
no software de matema´tica chamado Geogebra. Aborda tambe´m um estudo sobre o
ca´lculo de ma´ximos e mı´nimos usando as desigualdades das me´dias e func¸a˜o quadra´tica.
Foram descritas as atividades realizadas pelos alunos e analisadas a possibilidade de um
melhor aprendizado da matema´tica e um segundo olhar sobre os problemas propostos.
Palavras-chave: Geometria; Materiais Concretos; Geogebra; Otimizac¸a˜o.
Abstract
This work points to a study of maximum and minimum of functions in activities
with high school students of a public school in Ceilandia-DF. It briefly discusses the
importance of using concrete materials and the use of technologies as a teaching tool,
with an emphasis in using mathematical software called Geogebra. It also covers a
study on the calculation of maximum and minimum using the inequalities of average
and quadratic function. The activities carried out by the students were described and
were analyzed the possibility of a better learning of mathematics and a second look at
the problems proposed.
Keywords: Geometry; Concrete Materials; Geogebra; Optimization.
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Na˜o apenas no ambiente escolar, mas no cotidiano, nos deparamos com
pessoas que veem a matema´tica como uma disciplina dif´ıcil de ser compreendida e
aprendida. Muitos sentem vergonha, por exemplo, de na˜o compreender ao menos as
quatro operac¸o˜es ba´sicas. Com isso, vem a preocupac¸a˜o dos docentes em como torna-la
fa´cil, prazerosa e acess´ıvel a qualquer estudante no processo da compreensa˜o da mesma.
Santos et. al citam VITTI (2017, p.27) ao dizerem que
O fracasso do ensino de matema´tica e as dificuldades que os alunos apresen-
tam em relac¸a˜o a essa disciplina na˜o e´ um fato novo, pois va´rios educadores
ja´ elencaram elementos que contribuem para que o ensino da matema´tica
seja assinalado mais por fracassos do que por sucessos.
Partindo dessa problema´tica de modo a resgatar o prazer de estudar que
foi dado no ensino fundamental aos alunos, este trabalho tem como objetivo estudar
otimizac¸a˜o em alguns problemas de geometria plana e espacial fazendo uma aplicac¸a˜o
de atividades com alunos do 2o ano do ensino me´dio. Para isso, sera´ apresentado
um embasamento teo´rico sobre alguns aspectos relacionados ao ensino da geometria,
ao uso das Tecnologias de Informac¸a˜o e Comunicac¸a˜o (TIC) e materiais concretos e
um estudo sobre as definic¸o˜es, teorias e fo´rmulas que sera˜o usadas nas atividades,
mostrando caminhos que podemos seguir para soluc¸a˜o dos problemas sem o uso das
ferramentas do ca´lculo.
Para a aplicac¸a˜o das atividades com os alunos, sera˜o usados materiais con-
cretos, visando incentivar e melhorar a aprendizagem de conceitos relacionados a` ge-
ometria. Sera´ usado tambe´m o software de geometria e a´lgebra chamado Geogebra,
que servira´ para que as aulas se tornem mais prazerosas, buscando a maior atenc¸a˜o e
o interesse por parte dos alunos. SILVEIRA e BISOGNIN (2008, p. 1) afirmam que:
A utilizac¸a˜o do computador e dos softwares educacionais, como recursos
pedago´gicos auxiliam os professores a tornar as aulas mais atraentes e res-
gatando o interesse do aluno pelo estudo da Matema´tica. No Ensino de
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Geometria o uso de um software educacional oferece muitas potencialida-
des, pois pode criar um ambiente rico de imagens, sons e animac¸o˜es, forne-
cendo dessa maneira, um estudo mais dinaˆmico e permitindo que o aluno
visualize, interaja com o computador, construa e experimente. Diante do
computador os alunos procuram as soluc¸o˜es para os seus problemas e dessa
maneira constroem seus pro´prios conhecimentos.
A motivac¸a˜o dessa pesquisa foi buscar uma abordagem nos estudos de
ma´ximos e mı´nimos com alunos de ensino me´dio fugindo da forma tradicional de en-
sino, inovando e mostrando que a matema´tica na˜o e´ esse bicho de sete cabec¸as que
muitos pensam, tornando-a prazerosa e mostrando a importaˆncia que muitos desses
problemas podem influenciar nosso cotidiano para uma tomada de decisa˜o.
Com isso, foram desenvolvidas atividades propostas aos alunos na busca
de alcanc¸ar os objetivos do trabalho, fazendo relatos e ana´lises das atividades feitas
em treˆs etapas: a primeira foi a construc¸a˜o das figuras planas e espaciais que sera˜o
estudadas nos conceitos de ma´ximos e mı´nimos, ja´ a segunda foi a apresentac¸a˜o das
situac¸o˜es problemas buscando obter a otimizac¸a˜o desejada em cada caso e, por fim, a
utilizac¸a˜o do Geogebra no laborato´rio buscando um segundo olhar para tais problemas.
Por fim, foi feito uma avaliac¸a˜o final para que se pudesse verificar o apren-
dizado dos conceitos apresentados e uma avaliac¸a˜o do trabalho feito pelo professor por
parte dos alunos. Para esse fim, esta dissertac¸a˜o esta´ estruturada da seguinte forma:
No cap´ıtulo 1 analisamos, a partir de alguns pesquisadores da a´rea, algumas causas das
dificuldades dos estudantes em geometria, a importaˆncia das tecnologias e do uso da
materiais concretos no processo de ensino aprendizagem; no cap´ıtulo 2 apresentamos
os elementos e definic¸o˜es matema´ticas ba´sicas necessa´rios para o desenvolvimento do
trabalho realizado no laborato´rio, na sala de aula e nas soluc¸o˜es dos problemas pro-
postos; no cap´ıtulo 3 sa˜o apresentados relatos e ana´lises das atividades feitas com um
grupo de alunos e as soluc¸o˜es dos problemas propostos usando as ferramentas descritas
no cap´ıtulo anterior; no cap´ıtulo 4 tem-se as considerac¸o˜es finais.
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Cap´ıtulo 2
O ensino da geometria
A palavra geometria, etimologicamente, e´ de origem grega que resulta dos
termos “geo”(terra) e “metria”(medida) que traduzindo na forma literal seria: medir
a terra. Desde a antiguidade, ela e´ usada para compreender o mundo em que vivemos
e, segundo BOYER (1974, p.5) “o desenvolvimento da geometria pode tambe´m ter
sido estimulado por necessidades pra´ticas de construc¸a˜o e demarcac¸a˜o de terras, ou
por sentimentos este´ticos em relac¸a˜o a configurac¸o˜es e ordem”. Temos enta˜o que a
geometria e´ uma parte da Matema´tica que estuda as formas planas e espaciais que esta´
apoiada sobre alguns postulados, axiomas, definic¸o˜es e teoremas. Segundo FERREIRA
(1999, p.983) Geometria e´ a
cieˆncia que investiga as formas e as dimenso˜es dos seres matema´ticos ou
ainda um ramo da Matema´tica que estuda as formas, plana e espacial, com
as suas propriedades, ou ainda, ramo da matema´tica que estuda a extensa˜o
e as propriedades das figuras (Geometria plana) e dos so´lidos (Geometria
no espac¸o).
Neste cap´ıtulo sera˜o brevemente apresentados aspectos relacionados as dificuldades
dos estudantes em geometria, ao uso da tecnologia no processo de ensino e ao uso de
materiais concretos no ensino da matema´tica.
2.1 Dificuldades dos estudantes da rede pu´blica em
geometria
Temos hoje um grande desafio de tornar a matema´tica uma disciplina pra-
zerosa e tirar a ideia de que ela e´ uma disciplina de dif´ıcil compreensa˜o.
No Brasil, a geometria sofreu um abandono que, segundo Pavanello (1993),
decorreu de fatos histo´ricos e econoˆmicos, resultando em medidas governamentais que
ocasionaram a implementac¸a˜o da lei 5692/71. O fato reflete uma tendeˆncia geral,
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mais evidente nas escolas pu´blicas, principalmente apo´s a promulgac¸a˜o da lei 5692/71
que concedia aos professores a opc¸a˜o de trabalhar ou na˜o geometria em seu plano
de ensino. Em muitos casos, por se sentirem inseguros, muitos profissionais na˜o a
ensinavam, e entre os que ensinaram, muitos deles deixavam como u´ltimos conteu´dos
anuais que, consequentemente, pouco dava para ser trabalhado pela falta de tempo
e, em muitos casos, na˜o dava a devida atenc¸a˜o para a aprendizagem de conteu´dos
ba´sicos da geometria. Em alguns casos, segundo Pavanello (1993) tem ocorrido a
procura de cursos de geometria em instituic¸o˜es externas por professores que se sentem
desqualificados para tal ensino.
Temos, ainda, va´rias consequeˆncias da lei 5692/71: profissionais passam
a adquirir uma carga maior de trabalho, superlotac¸o˜es das classes e foi institu´ıdo um
ensino me´dio pu´blico voltado ao mercado de trabalho, diferente das escolas particulares
que sa˜o voltadas ao ensino superior, onde nelas, se ensinam a geometria, independente
da deficieˆncia do profissional com tal mate´ria. Temos a´ı enta˜o uma dualidade de ensino.
Surge a necessidade da preocupac¸a˜o de qual caminho seguir, quais conteu´dos
a ensinar e de qual forma ensinar.
A selec¸a˜o das atividades a serem propostas deve garantir espac¸o para a di-
versidade de opinio˜es, de ritmos de aprendizagem e outras diferenc¸as pesso-
ais. O aspecto desafiador das atividades deve estar presente todo o tempo,
permitindo o engajamento e a continuidade desses alunos no processo de
aprender. Nesse sentido, a postura do professor de problematizar e permitir
que os alunos pensem por si mesmos, errando e persistindo, e´ determinante
para o desenvolvimento das competeˆncias juntamente com a aprendizagem
dos conteu´dos espec´ıficos. PCN+ (2002, p.129)
Os profissionais das se´ries iniciais se preocupam em trabalhar as noc¸o˜es de
aritme´tica, ignorando a geometria em muitos casos, da´ı vem o agravante das dificulda-
des dos alunos nas demais se´ries. A lei 5692/71 ainda fez com que o componente cur-
ricular Desenho Geome´trico fosse substitu´ıdo pec¸a Educac¸a˜o Art´ıstica. PAVANELLO
(1993, p.16) ressalta ainda que
A auseˆncia do ensino da geometria e a eˆnfase no da a´lgebra pode estar
prejudicando a formac¸a˜o dos alunos por priva´-los da possibilidade do de-
senvolvimento integral dos processos de pensamento necessa´rio a` resoluc¸a˜o
de problemas matema´ticos.
Verifica-se a dificuldade dos alunos do ensino me´dio quando se trata na vi-
sualizac¸a˜o e representac¸a˜o de so´lidos geome´tricos, bem como a aplicac¸o˜es de a´reas e
volumes que sempre e´ feito como algo mecaˆnico e, em muitos casos, na˜o sa˜o compre-
endidas suas aplicac¸o˜es, conceitos e propriedades. ROGENSKY E PEDROSO (2007)
enfatizam a necessidade de “resgatar, nos alunos de Ensino Me´dio, a visualizac¸a˜o, a
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representac¸a˜o e a interpretac¸a˜o geome´trica”, onde tais fatos podem ter ocorrido pela
defasagem no ensino fundamental. De acordo com FERREIRA (1996, p.1784), visua-
lizar e´ “formar ou conceber uma imagem visual, mental de (algo que na˜o se tem ante
os olhos no momento)”e visualizac¸a˜o “ato ou efeito de visualizar”ou “transformac¸a˜o
de conceitos abstratos em imagens real ou mentalmente vis´ıveis”
O uso de materiais manipulativos, desenhos e outras formas, ajudam a
visualizac¸a˜o do que se pretende, gerando uma imagem mental na auseˆncia de tal objeto.
Conforme LINDQUIST (1994, p.77) citado por ROGENSKY e PEDROSO (2007, p.4)
os “materiais de manipulac¸a˜o fornecem oportunidades para raciocinar com objetos e,
portanto, para ensinar a resolver problemas e ensinar para resolver problemas”.
E´ de muita importaˆncia pensar nos conteu´dos trabalhados em sala de aula,
pois se torna mais fa´cil a visualizac¸a˜o quando partem de situac¸o˜es vivenciadas pelos
alunos, partindo de objetos semelhantes a`s formas geome´tricas trabalhadas.
De acordo com DIENES (1974, p.01), “os conceitos na˜o se ensinam - tudo
que se pode fazer e´ criar, apresentar situac¸o˜es e as ocorreˆncias que ajudara˜o a forma´-
los”. Assim, e´ de extrema importaˆncia fazer atividades experimentais que fac¸am com
que os alunos busquem e formulem seus pro´prios conceitos.
Em relac¸a˜o as partes da matema´tica, ROGENSKY e PEDROSO (2007, p.6)
cita LINDQUIST (p.50), devemos “ensinar geometria como geometria, do mesmo modo
como a a´lgebra e o ca´lculo sa˜o ensinados”, visto que a matema´tica apresenta questo˜es
que exigem habilidades que sa˜o concedidas apenas com o estudo da geometria.
2.2 Uso de materiais concretos como facilitador da
aprendizagem
Temos hoje a realidade de que muitos alunos na˜o gostam da disciplina de
matema´tica, a disciplina dita por muitos como “a pior de todas”, de dif´ıcil compreensa˜o.
Logo, vem a pensar: desde que ano escolar tal aluno comec¸ou a detestar a matema´tica?
O que fez e faz isso acontecer? Da´ı vem a necessidade de criar me´todos para o processo
de ensino aprendizagem, a fim de resgatar o gostar da matema´tica. Um bom exemplo
disso, e´ o uso de materiais concretos por tornar as aulas mais construtivas e chamativas
aos olhos dos alunos, servindo como aux´ılio a tal conteu´do. MARQUES et. Al (2009,
p.3) enfatizam que
A utilizac¸a˜o de materiais concretos na aprendizagem de matema´tica esta´
aliada ao fato de eles oferecerem um conceito de diversa˜o, de brincadeira
para os alunos. Isso faz com que ocorra um maior interesse e envolvimento
por parte deles, pois proporciona algo diferente do que ocorre em sala de
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aula no cotidiano, acabando por deixa´-los mais animados e dispostos para
as aulas.
Com isso, notamos o interesse e a busca dos professores por cursos que
usam esses materiais como auxilio no ensino. Muitos acreditam que isso sera´ algo que
vai solucionar os problemas enfrentados, mas Miorim e Fiorentine (1990) dizem que
os professores nem questionam se esses materiais sa˜o realmente necessa´rios e quando
devem ser usados, justificam o uso apenas por ser um motivador, como algo “legal”em
suas aulas. Mas os mesmos autores citam CARRAHER e SCHLIEMANN (1988, p.
179), ao dizer que “na˜o precisamos de objetos na sala de aula, mas de situac¸o˜es em que
a resoluc¸a˜o de um problema implique a utilizac¸a˜o dos princ´ıpios lo´gico-matema´ticos a
serem ensinados”. Isto porque o material
apesar de ser formado por objetos, pode ser considerado como um conjunto
de objetos “abstratos”porque esses objetos existem apenas na escola, para a
finalidade de ensino, e na˜o teˆm qualquer conexa˜o com o mundo da crianc¸a?
(p. 180).
Afim de buscar tal conexa˜o com a realidade vivida pelo aluno, os Paraˆmetros
Curriculares do Ensino Me´dio (PCN+) (2002) destacam a importaˆncia do uso de ma-
teriais, formas geome´tricas para representar ou visualizar partes do mundo real, sendo
uma capacidade importante para a compreensa˜o e construc¸a˜o de modelos para re-
soluc¸a˜o de questo˜es da Matema´tica e de outras disciplinas. Temos enta˜o que pensar
antes de tomar tal escolha, dar conhecimentos pre´vios, definir o porqueˆ usar e como
sera´ usado, pois muitos estudantes usam os materiais mas na˜o fazem conexa˜o com
tal problema proposto. Com isso AZEVEDO (1979, p. 27) destaca que “Nada deve
ser dado a` crianc¸a, no campo da matema´tica, sem primeiro apresentar-se a ela uma
situac¸a˜o concreta que a leve a agir, a pensar, a experimentar, a descobrir, e da´ı, a
mergulhar na abstrac¸a˜o.”
Sendo assim, o aluno se sentira´ atra´ıdo pelo material e pelo problema ma-
tema´tico que o levara´ a construir conceitos a partir do concreto indo a seguir para a
abstrac¸a˜o. Miorim e Fiorentine (1990) ressaltam o uso dos materiais concretos no in´ıcio
de um novo conteu´do para despertar o interesse do aluno ou no final como fixac¸a˜o de
aprendizagem, com uma discussa˜o e a utilizac¸a˜o de um racioc´ınio mais abstrato.
O aluno tem o direito de aprender, e aprender de modo significativo, raci-
ocinando, quebrando barreiras, superando-se, interagindo com os meios, fugindo desse
aprender mecaˆnico que e´ dado nesse ensino tradicional de hoje.
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2.3 O uso da tecnologia a favor do aprendizado
O que seria do mundo sem a tecnologia? Vivemos em um mundo onde o uso
da tecnologia e´ de extrema importaˆncia. As Tecnologias de Informac¸a˜o e Comunicac¸a˜o
(TIC) surgem como instrumentos eficientes no ensino da matema´tica. Ha´ de se pensar
nessas tecnologias e em suas formas de utilizac¸a˜o.
TIC, segundo CARNEIRO e PASSOS (2014, p.102), “sa˜o tanto os compu-
tadores, as calculadoras, a Internet, como tambe´m os v´ıdeos que podem ser utilizados
para o ensino e aprendizagem da matema´tica.”Para SILVA (2011, p.30) “TIC e´ um con-
junto de recursos tecnolo´gicos que facilitam a comunicac¸a˜o de va´rios tipos de processos
existentes nas atividades profissionais, ou seja, sa˜o tecnologias usadas para reunir, dis-
tribuir e compartilhar informac¸o˜es.”A mesma autora, ainda defende que
Para entendermos o que sa˜o tecnologias de informac¸a˜o e comunicac¸a˜o (TIC),
e´ primordial que se defina tecnologia. A palavra tecnologia tem origem grega
(do grego techne -“te´cnica, arte, of´ıcio”e logia -“estudo”), sendo um termo
que envolve o conhecimento te´cnico e cient´ıfico e as ferramentas, processos
e materiais criados e/ou utilizados a partir de tal conhecimento (SILVA,
2011, p.29).
Logo, as TIC sa˜o recursos tecnolo´gicos que proporcionam, atrave´s de func¸o˜es
como hardware, software e telecomunicac¸o˜es, a automac¸a˜o e comunicac¸a˜o da pesquisa
cient´ıfica, a automac¸a˜o e comunicac¸a˜o dos processos de nego´cios e do ensino e apren-
dizagem.
Segundo Santos (2011), vivemos em um mundo de constantes transformac¸o˜es,
onde tudo se desenvolve ra´pido, mas a pra´tica docente, em muitos casos, segue a mesma
linha de anos atra´s, seguindo a forma tradicional de ensino. SANTOS (2011, p.39) res-
salta que
O uso da informa´tica tem adquirido importaˆncia cada vez maior no dia-
a-dia, nos mais diversos setores. Esta presenc¸a crescente do computador
e de outros recursos em diversas atividades de nossas vidas e, consequen-
temente na escola, nos remete a diversas questo˜es, como por exemplo, a
possibilidade de utilizac¸a˜o do computador no desenvolvimento do processo
ensino-aprendizagem. A utilizac¸a˜o das chamadas Tecnologias de Informac¸a˜o
e Comunicac¸a˜o -TIC tem sido um tema presente em diversos debates, con-
siderando suas potencialidades e limitac¸o˜es no contexto atual de nossas
escolas.
O uso do laborato´rio de informa´tica e´ um forte aliado no processo de ensino
aprendizagem, mas muitos professores reclamam que os mesmos na˜o esta˜o dispon´ıveis
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em suas escolas e quando esta˜o, possuem computadores com mau funcionamento. Mui-
tos profissionais de educac¸a˜o na˜o o utilizam porque na˜o o conhece, na˜o sabe dos be-
nef´ıcios e se restringem ao pensar que sera´ algo dif´ıcil de usar. Muitos acreditam que
o computador na˜o ajudara´ a aprender, so´ facilitara´ a execuc¸a˜o da tarefa.
O uso da internet e´ um dos recursos dispon´ıveis para troca e coleta de
informac¸o˜es, assim como o uso de softwares educativos como forma de ensino aprendi-
zagem. SANTOS (2011, p.41) define software educativo como “todo software que pode
ser usado para fins educacionais”, como o uso de planilhas no excel, o Libre Office, o
Google, Geogebra e va´rios outros. Ainda segundo Santos (2011), a contribuic¸a˜o desses
softwares depende dos recursos que eles disponibilizam e a forma como sa˜o utilizados.
Sendo assim, o professor deve conhecer os recursos, familiarizar-se com o software e so´
assim podera´ realizar uma aula dinaˆmica, criativa e segura.
Mas em que momento do ensino utilizar esses softwares educativos? Na
educac¸a˜o matema´tica, os PCN (2000, p.41) destaca que “e´ preciso ainda uma ra´pida
reflexa˜o sobre a relac¸a˜o entre Matema´tica e tecnologia. Tendo o individuo a capacidade
de avaliar limites, possibilidades e adequac¸a˜o das tecnologias em diferentes situac¸o˜es”.
O uso da informa´tica permite a resoluc¸a˜o de exerc´ıcio ou possibilita uma melhor visu-
alizac¸a˜o de um gra´fico.
Muitos professores acreditam que um software educacional complementa o
desenvolvimento de determinado conteu´do. Nesses casos, o professor desen-
volve o conteu´do teoricamente, ou atrave´s de materiais concretos, propo˜e
exerc´ıcios ou situac¸o˜es-problema em que o aluno aplica o conteu´do estudado
e em um u´ltimo momento, propo˜e o uso de algum software, para comple-
mentar os estudos. (SANTOS, 2011, p.42-43)
Com o propo´sito de se aproximar dos alunos e de tornar suas aulas mais dinaˆmicas e
criativas, professores fazem o uso dos recursos tecnolo´gicos, visto que os alunos ja´ esta˜o
familiarizados com os mesmos. Segundo SILVA (2011. p.33)
Essas aulas podem contar por exemplo, com a criac¸a˜o de um blog da turma,
onde os alunos publicam os trabalhos que desenvolvem em sala de aula,
expondo-os a` cr´ıtica da comunidade escolar, e o professor cria seu pro´prio
blog para expor aos alunos textos e fatos interessantes que gerem discussa˜o
e que tenham relac¸a˜o direta e/ou indireta com a disciplina.
Nesse contexto, CANAVARRO (1994) citado por CARNEIRO e PASSOS
(2014, p.105) apresenta uma classificac¸a˜o da forma de utilizac¸a˜o dos computadores por
professores de matema´tica da seguinte maneira:
1) Elemento de motivac¸a˜o para aumentar o interesse dos alunos pelas aulas.
No entanto, deve haver um cuidado, porque a motivac¸a˜o, apesar de haver somente
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ind´ıcios, pode ser passageira e, enta˜o, as aulas com as tecnologias se tornariam ta˜o
mono´tonas quanto a`s com giz e quadro negro.
2) Elemento de modernizac¸a˜o, por fazer parte dos diversos aˆmbitos da so-
ciedade. A modernizac¸a˜o das escolas com a introduc¸a˜o das tecnologias como um mo-
dismo na˜o e´ argumento suficiente para que isso ocorra, apesar de ser uma verdade
incontesta´vel o fato de que o computador ja´ faz parte do cotidiano das pessoas.
3) Elemento de facilitac¸a˜o para realizar tarefas que podem ser feitas ma-
nualmente, como ca´lculos e construc¸a˜o de gra´ficos. O computador pode economizar
muito tempo do professor na realizac¸a˜o de suas tarefas rotineiras, como preparac¸a˜o
de provas e, no processo de ensino e aprendizagem, pode auxiliar na visualizac¸a˜o dos
so´lidos geome´tricos que sa˜o dif´ıceis de serem representados no quadro, por exemplo.
4) Elemento de mudanc¸a para criar novas dinaˆmicas educativas, ou seja,
para realizar tarefas que seriam dif´ıceis de fazer sem o computador, provocando inovac¸o˜es
no processo de ensino e aprendizagem. Assim, o objetivo principal e´ promover novas
formas de ensinar e aprender, podendo criar situac¸o˜es que seriam imposs´ıveis de reali-
zar sem essa ma´quina. Com isso, temos que as TIC podem facilitar de uma maneira
complementar o processo de ensino aprendizagem e para isso, o professor deve primei-




Neste cap´ıtulo sera˜o abordados alguns conceitos ba´sicos e propriedades
geome´tricas fundamentais para os estudos e oficinas realizadas com os alunos e que
sera´, em sua esseˆncia, o tema do pro´ximo cap´ıtulo. Alguns desses conceitos, apesar
de serem muito simples para a maioria dos professores de matema´tica, na˜o o sa˜o para
a grande massa de estudantes. Dessa forma, sera˜o destacados aqui aqueles conceitos
que, em minhas ana´lises, detectei que seriam fundamentais apresentar aos alunos antes
de iniciar as atividades em laborato´rio. Dentre esses conteu´dos destacam-se alguns
conceitos ba´sicos de geometria plana e espacial, uma apresentac¸a˜o do software Geo-
gebra, um estudo de ma´ximos e mı´nimos usando as desigualdades das me´dias e as
otimizac¸o˜es com func¸o˜es polinomiais do 2o grau. Sera˜o apresentadas algumas fo´rmulas
para o ca´lculo de a´rea, sem se atentar em suas demonstrac¸o˜es.
3.1 Geometria plana
Nos to´picos seguintes, iremos caracterizar brevemente as figuras geome´tricas
planas que sera˜o usadas nas atividades experimentais, bem como suas caracter´ısticas,
fo´rmulas necessa´rias e outros aspectos importantes. Em DOLCE e POMPEO (2005), o
leitor tera´ uma abordagem mais detalhada e aprofundada sobre os to´picos de geometria
vistos nessas sec¸o˜es.
Geometria plana e´ a parte da matema´tica que estuda o comportamento de
estruturas no plano, a partir de conceitos ba´sicos primitivos como ponto, reta e plano.
Tambe´m e´ chamada de geometria euclidiana, com base no nome do seu criador Euclides
de Alexandria. Estuda figuras planas como triaˆngulos, c´ırculos e os quadrila´teros, vendo
suas caracter´ısticas.
Os conceitos ba´sicos primitivos da geometria plana sa˜o aceitos como ver-
dade, sem demonstrac¸o˜es, na˜o sa˜o definidos. Temos que “ponto” e´ aquele que na˜o
tem partes, sendo apenas uma posic¸a˜o que e´ representada por letras maiu´sculas do
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alfabeto (A,B,C,...). Ja´ a “reta”, e´ a junc¸a˜o de infinitos pontos, virando uma linha
com comprimento e sem largura que e´ representada por letras minu´sculas do alfabeto
(a,b,c,...). Por fim, o “plano”, sendo uma regia˜o que possui infinitos pontos e retas,
possui comprimento e largura, sua representac¸a˜o e´ dada por letras gregas minu´sculas
(α, β,γ,...). Na figura 3.1 tem-se representac¸o˜es gra´ficas dos elementos ponto, reta e
plano.
Figura 3.1: Ponto, reta e plano
Fonte: autor.
3.1.1 Segmento de reta
Dados dois pontos distintos sobre uma reta r, a reunia˜o desses pontos e do
conjunto de pontos entre eles nessa mesma reta, e´ um segmento de reta. Assim, dado A
e B, com A 6= B, o segmento de reta AB e´ representado conforme a figura 3.2 a seguir:
A notac¸a˜o de segmento de reta AB sera´ AB e dizemos seguimento AB.
Figura 3.2: Segmento AB
Fonte: autor.
3.1.2 Pol´ıgonos
Sa˜o figuras geome´tricas planas fechadas que sa˜o formadas por segmentos
de retas que se encontram em suas extremidades e sa˜o caracterizados pelos aˆngulos,




Analisando suas caracter´ısticas, temos alguns conceitos:
Lados: sa˜o os segmentos de retas que compo˜em um pol´ıgono
Ve´rtices: sa˜o ps pontos de encontro dos lados de um pol´ıgono.
Diagonais: sa˜o segmentos de retas formados usando os ve´rtices como ex-
tremidades na˜o coincidentes com os lados de um pol´ıgono.
Aˆngulos: sa˜o os espac¸os compreendidos (abertura, inclinac¸a˜o) entre dois
segmentos de reta que sa˜o os lados de um pol´ıgono.
Per´ımetro: comprimento da linha de delimita uma regia˜o.
A´rea: extensa˜o limitada pela linha, sua superf´ıcie.
Exemplo. Observando a figura 3.4, temos:
Lados: sa˜o os segmentos PQ,QR,RS e SP .
Ve´rtices: sa˜o os pontos P,Q,R e S.
Diagonais: sa˜o os segmentos que PR e QS.
Aˆngulos: sa˜o as aberturas compreendidas pelos segmentos e representados
por Pˆ, Qˆ, Rˆ e Sˆ.
Figura 3.4: Pol´ıgono PQRS
Fonte: autor.
De acordo com o nu´mero de lados (segmentos de reta), os pol´ıgonos sa˜o
nomeados conforme a Tabela 3.1
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Tabela 3.1: Nome do pol´ıgono conforme nu´meros de lados que o constitui.
Fonte: autor.
3.1.3 Quadrila´tero
Sejam P, Q, R e S, pontos em um mesmo plano, todos distintos e treˆs a
treˆs na˜o colineares. Se os segmentos PQ, QS, SR e RP interceptam apenas nas ex-
tremidades, a reunia˜o desses quatro segmentos e´ um quadrila´tero, possuindo portanto,
quatro lados. Na figura 3.5 temos exemplos de quadrila´teros.
Figura 3.5: Quadrila´teros PQSR
Fonte: autor.
3.1.4 Retaˆngulo
Retaˆngulo e´ um quadrila´tero que possui os quatro aˆngulos internos congru-
entes e iguais a 90◦. Temos na figura 3.6, Pˆ = Qˆ = Rˆ = Sˆ = 90◦. Como consequeˆncia
temos QR = SP = b e PQ = RS = h, sendo b e h as medidas dos lados na˜o
paralelos.
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Figura 3.6: Retaˆngulo PQRS
Fonte: autor.
Podemos determinar o per´ımetro (P) do retaˆngulo dado como o compri-
mento da linha que delimita a regia˜o ou a soma das medidas de todos os lados (seg-
mentos). Assim:
P = b + b + h + h
P = 2.(b + h)
Para determinar o valor da a´rea (A) ou medida do retaˆngulo PQRS usamos
o produto da base (b) pela altura (h) do retaˆngulo.
Exemplo. Usando a figura 3.6, tomando QR medindo 10 u.c.(unidade
de comprimento) e SR medindo 4 u.c., podemos dividir o retaˆngulo, trac¸ando retas
horizontais e verticais, em 40 pequenos quadrados cada um com 1 u.a. (unidade de
a´rea) conforme a figura 3.7 abaixo. Dessa forma, o retaˆngulo tem 40 u.a. que e´ o
mesmo valor que obtemos ao multiplicarmos seus lados: 10.4=40.
Temos que P = 2.(10 u.c. + 4 u.c.)= 20 u.c.(unidades de comprimento)
Figura 3.7: Retaˆngulo particionado
Fonte: autor.
3.1.5 Quadrado
Um quadrado e´ um quadrila´tero que possui os quatro aˆngulos congruentes
(90◦) e os quatro lados tambe´m congruentes. Temos na figura 3.8 que QR = SP =
PQ = RS = x e Pˆ = Qˆ = Rˆ = Sˆ = 90◦
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Figura 3.8: Quadrado PQRS
Fonte: autor.
Como em um retaˆngulo, um quadrado possui seus quatro aˆngulos internos
retos (90◦), logo podemos dizer que todo quadrado tambe´m e´ retaˆngulo.
O per´ımetro (P) do quadrado PQRS e´:
P = x + x + x + x
P= 4.x




Dados treˆs pontos P,Q e R na˜o colineares em um plano euclidiano, temos
que a reunia˜o dos segmentos PQ, QR e RP chama-se triangulo PQR. Possui enta˜o,
apenas treˆs lados e como consequeˆncia, treˆs aˆngulos internos.
Indicac¸a˜o: triaˆngulo PQR = 4PQR. A figura 3.9 nos mostra uma repre-
sentac¸a˜o do 4PQR em questa˜o.
Figura 3.9: Triaˆngulo PQR
Fonte: autor.
O per´ımetro (P) e´:
P = PQ + QR + RP
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Na figura 2.9 temos PQ = b, QR = c e RP = a, portanto
P = a + b + c
Para o 4PQR a a´rea (A) e´ metade do produto da base (b) pela altura (h)




Temos ainda o ca´lculo da a´rea do triaˆngulo em func¸a˜o dos lados (Fo´rmula
de Heron) usando a expressa˜o:
A =
√
p.(p− a).(p− b).(p− c)
onde a , b e c sa˜o as medidas dos lados do triaˆngulo e p e´ o semiper´ımetro (metade da




Observac¸a˜o: Quando a= b= c, temos que o triaˆngulo e´ equila´tero (triaˆngulo
que possui todos os seus lados com medidas iguais). Nesse caso a expressa˜o de sua a´rea,






onde a e´ a medida do lado do triaˆngulo equila´tero.
3.2 Geometria espacial
Nos to´picos seguintes, iremos definir figuras geome´tricas espaciais que sera˜o
usadas nas atividades experimentais, bem como suas caracter´ısticas, fo´rmulas ne-
cessa´rias e outros aspectos importantes.
A geometria espacial e´ uma parte da matema´tica que estuda a geometria
no espac¸o, na qual as figuras estudadas possuem treˆs dimenso˜es. Exemplos: prisma
(cubo, paralelep´ıpedo), piraˆmide, cone, cilindro, esfera e outras. Tambe´m esta´ pautada
nos conceitos primitivos que sa˜o provenientes da geometria plana.
29
3.2.1 Elementos de uma figura geome´trica espacial
A figura 3.10 mostra um tronco de piraˆmide como exemplo de uma figura
geome´trica espacial.
Figura 3.10: Figura Geome´trica Espacial
Fonte: autor.
Faces: sa˜o os pol´ıgonos que compo˜e a parte externa da figura.
Arestas: lados dos pol´ıgonos.
Ve´rtices: ve´rtices dos pol´ıgonos.
Aˆngulos: aˆngulos dos pol´ıgonos.
3.2.2 Volume das figuras geome´tricas espaciais
Usado para medir o “tanto”que um objeto espacial ocupa um lugar no
espac¸o. Esse “tanto”e´ denominado volume.
Como exemplo, vejamos a figura 3.11 cujas arestas medem 8, 2 e 6 u.m.c
(unidade de medida de comprimento). Cortamos a figura com va´rios planos paralelos,
de modo a formar pequenos so´lidos geome´tricos cujas faces sa˜o 6 quadrados congruentes
de a´rea igual a 1. Cada um desses pequenos so´lidos e´ definido por cubo unita´rio ou
cubo de aresta 1. Logo, a figura sera´ formada por 8 x 2 x 6 = 96 cubos. Podemos
dizer que esse “tanto”(volume) que a figura ocupa no espac¸o e´ equivalente a 96 cubos
unita´rios. Definindo-se igual a 1 u.c. (unidade cu´bica) o volume de um cubo unita´rio,
temos enta˜o que o volume do paralelep´ıpedo e´ 96 u.c.. Concluindo que o ca´lculo do





Um paralelep´ıpedo retaˆngulo e´ uma figura geome´trica espacial que possui
em sua superf´ıcie total a reunia˜o de seis retaˆngulos. A figura 3.12 representa um
paralelep´ıpedo retaˆngulo com suas arestas, faces e diagonal.
Figura 3.12: Paralelep´ıpedo retaˆngulo
Fonte: autor.
Outros elementos:
A´rea da superf´ıcie (A): sera´ a soma das a´reas de suas seis faces retangulares.
O ca´lculo pode ser feito atra´s de uma planificac¸a˜o do paralelep´ıpedo dada por:
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Figura 3.13: Planificac¸a˜o do paralelep´ıpedo retaˆngulo
Fonte: autor.
Temos enta˜o que a a´rea sera´ dada por
A = A1 + A2 + A3 + A4 + A5 + A6
A = a.b+ a.c+ a.b+ a.c+ b.c+ b.c
A = 2.a.b+ 2.a.c+ 2.b.c
A = 2.(a.b+ a.c+ b.c)
Diagonal (d): pode ser obtida usando o Teorema de Pita´goras. Calculamos
primeiro a diagonal do retaˆngulo da base (d1) e em seguida a diagonal do paralelep´ıpedo
retaˆngulo (d) No 4ADE, temos:
(d1)










b2 + a2)2 + c2
d2 = a2 + b2 + c2
d =
√
a2 + b2 + c2
Volume (V): sera´ o produto das medidas de suas treˆs arestas na˜o paralelas
que se encontram um mesmo ve´rtice.
V = a.b.c
3.2.4 Cubo
Um cubo e´ uma figura geome´trica espacial que possui em sua superf´ıcie total
a reunia˜o de seis quadrados. Na figura 3.14 tem-se um cubo com suas faces, arestas e
diagonal.
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De modo ana´logo aos ca´lculos de a´rea, diagonal e volume do paralelep´ıpedo
retaˆngulo, podemos obter as seguintes fo´rmulas da a´rea (A), diagonal (d) e volume









O professor de matema´tica, para tornar sua aula mais dinaˆmica e atrativa,
pode fazer o uso de softwares de ensino por meio do uso de recursos tecnolo´gicos.
O software Geogebra, para muitos autores, e´ um forte recurso no processo de ensino-
aprendizagem de matema´tica fazendo com que os alunos sejam capazes de superar suas
dificuldades, ale´m de fornecer visualizac¸o˜es de figuras geome´tricas que, muitas vezes
em uma aula tradicional em que o professor utilize apenas o quadro, sa˜o de dif´ıceis
compreensa˜o.
O Geogebra foi criado por Markus Hohenwatez, em 2001, na Universidade
de Salzburgo, na A´ustria. Segundo Domingues, esse software foi desenvolvido para o
ensino da matema´tica em todos os seus n´ıveis, como a a´lgebra, geometria e para o uso
do ca´lculo. Seu acesso a´ livre e pode ser baixado gratuitamente na internet e instalado
em computadores com sistema operacional Windows, Linux ou Mac. Domingues cita
PETLA (2008, p.21) ao dizer que
O Geogebra e´ um programa bastante intuitivo e autoexplicativo, adequado
a usua´rio com conhecimentos avanc¸ados em informa´tica ou para iniciantes,
33
sendo que o conhecimento matema´tico e´ o ponto fundamental de sua uti-
lizac¸a˜o. Por ser um software livre ha´ colaborac¸a˜o de va´rios programadores
inclusive brasileiros os quais disponibilizaram uma versa˜o totalmente em
portugueˆs, o que facilita muito sua utilizac¸a˜o em nosso pa´ıs.
Com a utilizac¸a˜o do Geogebra, e´ poss´ıvel a construc¸a˜o de pontos, retas,
segmentos de retas, func¸o˜es, vetores, pol´ıgonos, derivar e integrar func¸o˜es, construc¸a˜o
de figuras geome´tricas espaciais com uma visualizac¸a˜o em treˆs dimenso˜es, ale´m de poder
modificar esses objetivos de uma forma dinaˆmica, ale´m de outras diversas func¸o˜es.
3.3.1 Apresentac¸a˜o do Geogebra
O Geogebra e´ dispon´ıvel em suas diversas verso˜es, desde a mais antiga ate´
a versa˜o mais atualizada que, na atualidade, e´ o Geogebra 6.0.441. Ele tambe´m pode
ser acessado online pelo site www.geogebra.org.
Ao abrir o software Geogebra 5.0.380.0, sera´ mostrado uma janela que e´
composta por uma barra de ferramentas, janela de a´lgebra, barra de menus, janela de
visualizac¸a˜o e campo de entrada. Ver figura 3.15.
Figura 3.15: Print da tela do Geogebra 5
Barra de menus
A barra de menus fica na parte superior esquerda da tela e e´ composta das
seguintes opc¸o˜es: Arquivo, Editar, Exibir, Opc¸o˜es, Ferramentas, Janela e Ajuda. A
figura 3.16 mostra a barra de menus com algumas opc¸o˜es do ı´ncone “Exibir”.
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Figura 3.16: Barra de menus do Geogebra 5
Barra de ferramentas
A barra de ferramentas esta´ localizada abaixo da barra de menus. Na
barra de menus e em “Exibir”, ha´ possibilidade de abrir as janelas de visualizac¸a˜o
2D, visualizac¸a˜o 3D, planilha e a de ferramentas de Ca´lculo (CAS) que ira˜o ajudar na
construc¸a˜o de objetos matema´ticos como a criac¸a˜o de pontos, retas, func¸o˜es, aˆngulos,
coˆnicas, figuras geome´tricas espaciais, fatorac¸a˜o, derivada e outros. Cada janela de
visualizac¸a˜o mostrara´ as seguintes barras de ferramentas mostradas nas figuras 3.17,
3.18, 3.19 e 3.20:
Figura 3.17: Barra de ferramentas 2D do Geogebra 5.
Figura 3.18: Barra de ferramentas 3D do Geogebra 5.
Figura 3.19: Barra de ferramentas da planilha do Geogebra 5.
35
Figura 3.20: Barra de ferramentas CAS do Geogebra 5.
Campo de entrada de texto
No campo de entrada de texto sa˜o inseridos os comandos de equac¸o˜es, co-
ordenadas, func¸o˜es e outros atrave´s do teclado que sera˜o mostrados nas janelas de
visualizac¸o˜es e de a´lgebra. Ver figura 3.21.
Figura 3.21: Campo de entrada do Geogebra 5.
Janela de A´lgebra e de Visualizac¸o˜es
A Janela de A´lgebra e de visualizac¸o˜es esta˜o localizadas no centro da tela
do Geogebra. A Janela de A´lgebra mostra a representac¸a˜o de pontos, segmentos,
pol´ıgonos, func¸o˜es e outros os quais podem ser inseridos no campo de entrada ou nas
Janelas 2D e 3D atrave´s dos menus de ferramentas. Ver figura 3.22.
Figura 3.22: Janelas de visualizac¸a˜o, Janela de a´lgebra, CAS e Planilha do Geogebra.
3.4 Otimizac¸a˜o
O verbo “Otimizar”significa tornar melhor, bom, ideal ou o´timo, aprimorar
alguma coisa. Define-se tambe´m como te´cnicas para escolher melhores alternativas em
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uma certa tomada de decisa˜o, afim de atingir os objetivos esperados.
Como ilustrac¸a˜o de otimizac¸a˜o, observe os seguintes problemas:
1) Uma indu´stria pretende lanc¸ar no mercado pec¸as de queijo prato na forma
de blocos retangulares (paralelep´ıpedo retaˆngulo) com 700cm3 de volume. Essas pec¸as
sera˜o embalados em um pla´stico de modo que se use o mı´nimo de material poss´ıvel na
embalagem. Quais seriam, enta˜o, as dimenso˜es desses blocos?
2) Considere todos os retaˆngulos com 30 cm de per´ımetro. Qual e´ a a´rea
ma´xima que pode ter um desses retaˆngulos?
Temos dois problemas que envolvem a noc¸a˜o de otimizac¸a˜o, cuja finalidade
sera´ descobrir o ma´ximo ou mı´nimo de cada exemplo.
A otimizac¸a˜o e´ utilizada principalmente nas indu´strias. Os produtos que
compramos, as embalagens, foram dimensionados de modo a obter um menor custo
com maior aproveitamento de materiais. Atrave´s da otimizac¸a˜o e´ poss´ıvel saber, por
exemplo, o formato de uma garrafa de o´leo que cabera´ mais produto gastando menos
mate´ria prima e, como consequeˆncia, nos permitira´ ocupar um menor espac¸o em seu
armazenamento seja na geladeira ou em algum arma´rio. A otimizac¸a˜o e´ muito usada
na tambe´m na economia e no design de materiais.
Nesse to´pico sera´ abordado alguns me´todos alge´bricos para soluc¸o˜es de pro-
blemas de otimizac¸a˜o, entre eles as desigualdades das me´dias e um estudo sobre a
func¸a˜o polinomial do 2o grau que sa˜o acess´ıveis a` estudantes do ensino me´dio. Tais
problemas podem ser resolvidos com ferramentas do ca´lculo que na˜o sera´ o foco desse
trabalho, visto que geralmente esse conteu´do e´ visto no ensino superior.
3.4.1 Desigualdade das me´dias
Temos, no ensino me´dio, que as me´dias sa˜o usadas na maioria das vezes em
conteu´dos como a estat´ıstica, restringindo-se ao uso de tabelas e gra´ficos. A Desigual-
dade das me´dias torna-se u´til em problemas de otimizac¸a˜o e a definiremos a seguir.
Definic¸a˜o: Sejam b1, b2, b3. ... , bn nu´meros reais e positivos. Definimos:
1. Me´dia aritme´tica (MA) de b1, b2, b3, ..., bn como o nu´mero obtido em
MA =
b1 + b2 + b3 + . . .+ bn
n
.




b1b2b3 . . . bn.










+ . . .+ 1
bn
.
O seguinte teorema expressa a desigualdade das me´dias:
Teorema 1: (Desigualdade das Me´dias) Para todo conjunto de nu´meros
reais e positivos b1, b2, b 3, ...,bn verificam-se as seguintes desigualdades:
MH(b1, b2, b3, ...,bn) ≤MG(b1, b2, b3, ...,bn) ≤MA(b1, b2, b3, ...,bn)
Ale´m disso, a igualdade ocorre em cada caso se, e somente se, b1= b2 = b3
= ... = bn.















Temos entao que MH(7,8) ≤MG(7,8) ≤MA(7,8)
No Apeˆndice C, ilustraremos a demonstrac¸a˜o desse teorema para n=2. A
demonstrac¸a˜o da forma generalizada pode ser vista em Pareira (2014, p.16-19).
Exemplo de aplicac¸a˜o: Uma lata cil´ındrica e´ feita para receber 1 litro de
o´leo. Determine as dimenso˜es da lata que minimizara˜o o custo do metal para produzi-
la.
Figura 3.23: Lata cil´ındrica
Fonte: autor.
Resoluc¸a˜o: Seja r o raio do cilindro e h altura. Temos que o volume da
lata de o´leo e´ 1L = 1000 cm3 que e´ dada pela fo´rmula pir2h. Enta˜o
pir2h = 1000 (I).
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Seja C o custo que sera´ dado pela medida da sua superf´ıcie. Portanto
C = 2pir2 + 2pirh (II).
Isolando h em I e substituindo em II, temos:









Temos enta˜o que o custo C esta´ em func¸a˜o do raio r , com r > 0. Devemos
obter o valor de r de forma que minimizara´ 2pir2 +
2000
r











. Aplicando a desigualdade
































Logo, C(r) ≥ 300 3√2pi e seu custo sera´ mı´nimo quando C(r) = 300 3√2pi. Isso ocorre








































Significa que a altura do cilindro deve ser o dobro da medida do raio e suas dimenso˜es











Para obter a a´rea da superf´ıcie mı´nima, devemos substituir o valor encon-































Vimos, portanto, a utilidade da desigualdade das me´dias em um problema de oti-
mizac¸a˜o.
3.4.2 Otimizac¸a˜o em func¸o˜es quadra´ticas
Sera´ apresentado brevemente nesse to´pico um estudo sobre o ca´lculo de
ma´ximo e mı´nimo de func¸o˜es polinomiais do 2o grau.
Uma func¸a˜o polinomial do 2o grau ou func¸a˜o quadra´tica e´ toda func¸a˜o f de
R em R que obedece a uma lei da forma f(x) = ax2 + bx+ c em que a, b e c ∈ R com
a 6= 0.
Exemplos:
1. f(x) = 2x2 + 5x− 21 ; com a = 2, b = 5 e c = −21
2. f(x) = −x2 + 7x ; com a = −1, b = 7 e c = 0
3. f(x) = −2x2 + 50; com a = −2, b = 0 e c = 50
Busquemos agora a forma canoˆnica de f(x) = ax2 + bx + c, com a, b e c ∈
R com a 6= 0. Observe que:




























































sempre sera´ positivo. Enta˜o pode-se concluir que:
• Se a > 0, f tera´ valor mı´nimo quando x = − b
2a






. A figura 3.24 mostra o gra´fico da func¸a˜o (quando a > 0) que
sera´ uma para´bola com concavidade voltada para cima.
Figura 3.24: Para´bola com a concavidade voltada pra cima
Fonte: autor.
• Se a < 0, f tera´ valor ma´ximo quando x = − b
2a






. A figura 3.25 mostra o gra´fico da func¸a˜o (quando a < 0) que
sera´ uma para´bola com concavidade voltada para baixo.
Figura 3.25: Para´bola com a concavidade voltada pra baixo
Fonte: autor.
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Observemos agora um exemplo em que esse estudo de ma´ximo e mı´nimo
pode ser usado.
Exemplo. Para a confraternizac¸a˜o de formatura dos alunos do 3o ano do
ensino me´dio de certa escola, foi alugado um sala˜o de eventos com capacidade para 200
pessoas. Cada aluno ficou disposto a pagar R$ 16,00. Caso a lotac¸a˜o do sala˜o na˜o fosse
atingida, o gerente propoˆs que cada aluno que comparecesse pagasse um adicional de
R$ 0,80 por lugar vazio. Qual deve ser a quantidade de alunos presentes na festa de
formatura para que a receita seja ma´xima?
Soluc¸a˜o: Primeiramente busquemos uma fo´rmula matema´tica que repre-
sente a situac¸a˜o proposta. Chamaremos de x a quantidade de alunos presentes na festa
e R o valor da receita do evento. Temos que a quantidade de cadeiras desocupadas e´
dada por 200− x, e como sera´ cobrado R$ 0,80 por cada cadeira na˜o ocupada, o valor
arrecadado por cada aluno presente pelas cadeiras desocupadas sera´ (200 − x).0, 80.
Por fim, cada aluno presente pagara´ R$ 16,00 e (200 − x).0, 80 ao gerente do sala˜o.
Temos enta˜o a seguinte expressa˜o matema´tica:
R(x) = x.(200− x).0, 8 + x.16
R(x) = −0, 8x2 + 176x (I)
Observe que se trata de uma func¸a˜o quadra´tica com coeficientes a = −0, 8; b =
176 e c = 0. Devemos descobrir a quantidade x de alunos presentes para que a receita R
seja ma´xima, isso se dara´ com x = − b
2a
= − 176
2.− 0, 8 = 110. Logo, com 110 alunos pre-











R$ 9680 que tambe´m pode ser obtida substituindo x = 110 em (I).
No ensino me´dio, problemas de otimizac¸a˜o geralmente nos levam a func¸o˜es
quadra´ticas, ja´ nos cursos superiores, problemas de otimizac¸a˜o geralmente podem ser
resolvidos usando ca´lculo diferencial.
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Cap´ıtulo 4
Trabalhando otimizac¸a˜o em sala de
aula
Neste cap´ıtulo sera˜o apresentadas quatro atividades sobre otimizac¸a˜o apli-
cadas para os dezesseis estudantes do 2o ano do ensino me´dio de uma escola pu´blica
da Ceilaˆndia-DF, como recuperac¸a˜o final na disciplina matema´tica. Como preparo das
atividades, foi entregue uma lista de exerc´ıcios com alguns conceitos ba´sicos que sera˜o
necessa´rios para a realizac¸a˜o das atividades, ale´m de uma breve explicac¸a˜o do professor
fazendo o uso de slides.
Foram cinco dias de recuperac¸a˜o com duas horas e meia de atividades em
cada dia. Foram um dia para a revisa˜o e quatro dias para a realizac¸a˜o das atividades.
Cada atividade foi aplicada em um dia diferente.
Foi entregue a cada aluno um terno de autorizac¸a˜o para utilizac¸a˜o de ima-
gem (Apeˆndice A) para que o estudante assinasse.
Nas atividades, primeiramente sa˜o feitas as soluc¸o˜es usando as desigualda-
des das me´dias e o estudo de ma´ximos e mı´nimos de func¸o˜es quadra´ticas que foram
abordados no cap´ıtulo anterior. Com os estudantes, as soluc¸o˜es sa˜o feitas usando os
materiais concretos e o uso do laborato´rio de informa´tica com o software Geogebra, de
modo a tornar as aulas produtivas e participativas, fugindo do ensino tradicional.
4.1 Preparac¸a˜o
Como preparac¸a˜o para as atividades e introduc¸a˜o do conceito de otimizac¸a˜o,
foi feita uma revisa˜o sobre alguns conceitos matema´ticos por meio de slides, os quais
sera˜o apresentados a seguir. Como ressaltado no cap´ıtulo 1, a importaˆncia em se tra-
balhar a parte abstrata conjugada com o uso de materiais concretos para a resoluc¸a˜o
de exerc´ıcios, fazendo um fechamento das atividades com o uso do laborato´rio de in-
forma´tica para possibilitar uma aula mais dinaˆmica com melhorias na aprendizagem
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dos alunos. A aula foi de forma tradicional, visto que os conceitos apresentados eram
relativamente de fa´cil compreensa˜o e a maioria dos alunos que participaram das ativi-
dades ja´ os conhecia total ou parcialmente.
4.1.1 Slides usados na aula de revisa˜o
Cada slide foi apresentado sendo discutidas as definic¸o˜es e propriedades con-
tidas nos mesmos de forma progressiva e sem pressa, de modo que todos os estudantes
na˜o tivessem du´vidas sobre os elementos apresentados.
A figura 4.1 identifica o nome professor e que as aulas ministraras servira˜o
como recuperac¸a˜o de matema´tica.
Figura 4.1: Slide 1
Fonte: autor.
A figura 4.2 mostra algumas figuras geome´tricas planas mais conhecidas.
Figura 4.2: Slide 2
Fonte: autor.
A figuras 4.3 tem-se caracterizac¸a˜o/definic¸a˜o do triaˆngulo com seus aˆngulos
internos e fo´rmula para determinar sua a´rea em func¸a˜o das medidas de um lado e altura
relativa a esse lado.
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Figura 4.3: Slide 3
Fonte: autor.
A figura 4.4 tem-se caracterizac¸a˜o/definic¸a˜o do quadrado com seus lados e
aˆngulos internos e fo´rmula para determinar sua a´rea em func¸a˜o da medida do lado.
Figura 4.4: Slide 4
Fonte: autor.
A figura 4.5 tem-se caracterizac¸a˜o/definic¸a˜o do retaˆngulo com seus lados e
aˆngulos internos e fo´rmula para determinar sua a´rea em func¸a˜o das medidas dos lados.
Figura 4.5: Slide 5
Fonte: autor.
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Na figura 4.6 tem-se o conceito de per´ımetro e uma obervac¸a˜o referente ao
quadrado e retaˆngulo.
Figura 4.6: Slide 6
Fonte: autor.
A figura 4.7 tem-se um exemplo de aplicac¸o˜es de a´rea e per´ımetro no qua-
drado.
Figura 4.7: Slide 7
Fonte: autor.
A figura 4.8 tem-se um exemplo de aplicac¸o˜es de a´rea e per´ımetro no
retaˆngulo.
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Figura 4.8: Slide 8
Fonte: autor.
A figura 4.9 tem-se um exemplo de aplicac¸o˜es de a´rea e per´ımetro no
triaˆngulo.
Figura 4.9: Slide 9
Fonte: autor.
A figura 4.10 convida os alunos a` resolver alguns exerc´ıcios.
Figura 4.10: Slide 10
Fonte: autor.
A revisa˜o foi bem produtiva, pois os conteu´dos apresentados eram simples.
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A participac¸a˜o e concentrac¸a˜o dos alunos foi exemplar.
4.1.2 Praticando
Para fixar os conceitos vistos nos slides e introduzir a ideia de ma´ximos e
mı´nimos, foi entregue uma lista de exerc´ıcios (Apeˆndice B) que conte´m questo˜es sobre
a´rea e per´ımetro do quadrado, retaˆngulo e triaˆngulo, sendo um exerc´ıcio em que o
aluno deveria usar a re´gua para calcular o per´ımetro das figuras da questa˜o. A figura
4.11 mostra os alunos resolvendo a lista de exerc´ıcios.
Figura 4.11: Alunos resolvendo a lista de exerc´ıcios
Fonte: foto do autor.
Das questo˜es da lista, duas envolviam enunciados sobre otimizac¸a˜o. Uma
questa˜o (Figura 4.12), o aluno, com aux´ılio da re´gua, mediria as dimenso˜es dos retaˆngulos
dados e calcularia o per´ımetro e a´rea de cada figura. Na outra questa˜o (Figura 4.13),
na˜o seria necessa´rio medir as dimenso˜es, pois as mesmas ja´ se encontravam nas figuras,
bastando apenas fazer o ca´lculo do per´ımetro e da a´rea de cada figura.
Figura 4.12: Primeira questa˜o sobre otimizac¸a˜o
Fonte: autor.
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Figura 4.13: Segunda questa˜o sobre otimizac¸a˜o
Fonte: autor.
Obervac¸o˜es:
1) Todos os retaˆngulos na primeira questa˜o possuem mesmo per´ımetro
(16 cm) e a´reas distintas, sendo o quadrado B o retaˆngulo de maior a´rea.
2) Referente a primeira questa˜o, foram feitas as seguintes perguntas na lista
de revisa˜o:
I - Voceˆ encontrou alguma semelhanc¸a entre os retaˆngulos? Qual?
II - Dentre os retaˆngulos, qual o que possui maior a´rea?
III - O que se pode concluir com a atividade?
Apenas treˆs alunos na˜o responderam essas questo˜es e as deixaram em branco.
Os demais conseguiram ver a semelhanc¸a entre as figuras e concluiram, dentre os exem-
plos dados, que o quadrado e´ o retaˆngulo com maior a´rea. Como exemplo, vejamos as
respostas de dois alunos referente a` essa atividade.
A figura 4.14 mostra as respostas de um aluno referentes as questo˜es des-
critas na observac¸a˜o vista anteriormente.
49
Figura 4.14: Respostas do aluno A
Fonte: foto do autor.
A figura 4.15 mostra as respostas de um aluno referentes as questo˜es des-
critas na observac¸a˜o vista anteriormente.
Figura 4.15: Respostas do aluno B
Fonte: foto do autor.
Percebe-se que o aluno B compreendeu que o quadrado e´ o retaˆngulo que
possui maior a´rea dentre os exemplos dados, mas suas conclusa˜o foi que com o mesmo
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per´ımetro podemos formar va´rios retaˆngulos, na˜o se atentando muito com a a´rea. A
expectativa desse exerc´ıcios era que os alunos compreendessem que o quadrado nos
dara´ a maior a´rea dentre os retaˆngulos descritos.
Todos os retaˆngulos na segunda questa˜o possuem mesma a´rea (36 cm2) e
per´ımetros distintos, sendo o quadrado D o retaˆngulo de menor per´ımetro.
Referente a segunda questa˜o, foram feitas as seguintes perguntas na lista de
revisa˜o:
I - Voceˆ encontrou alguma semelhanc¸a entre os retaˆngulos? Qual?
II - Dentre os retaˆngulos, qual o que possui menor per´ımetro?
III - O que se pode concluir com a atividade?
Apenas treˆs alunos na˜o responderam essas questo˜es e as deixaram em branco.
Os demais conseguiram ver a semelhanc¸a entre as figuras e concluirem que o quadrado
e´ o retaˆngulo com menor per´ımetro. Como exemplos, vejamos as respostas de dois
alunos nessa atividade abaixo:
Figura 4.16: Respostas do aluno C
Fonte: foto do autor.
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Figura 4.17: Respostas do aluno D
Fonte: foto do autor.
O objetivo dessa revisa˜o vista na sec¸a˜o 4.1 e´ introduzir o conceito de
ma´ximos e mı´nimos com os alunos a partir de exerc´ıcios. No final da aula, foi ex-
plicado os objetivos da lista e das pro´ximas atividades, fazendo uma conclusa˜o do
significado de otimizac¸a˜o e sua importaˆncia junto com a turma.
Nas sec¸o˜es seguintes, iremos mostrar alguns problemas que envolvem oti-
mizac¸a˜o, sua soluc¸o˜es usando as desigualdades das me´dias ou o estudo de ma´ximos
e mı´nimos de func¸o˜es quadra´ticas e uma abordagem diferenciada com alunos usando
materiais concretos e o laborato´rio de informa´tica.
4.2 Atividade I
Determinar a a´rea dos quadrados de lado x para se obter volume ma´ximo
desse paralelep´ıpedo planificado. A figura 4.18 mostra esse paralelep´ıpedo planificado
com quatro quadrados de lado x marcados nos cantos.
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Figura 4.18: Paralelep´ıpedo planificado
Fonte: autor
A figura 4.19 mostra que ao recortar os quatro quadrados de lado x e do-
brando algumas partes, obtem-se uma caixa retangular sem tampa cuja sua base sera´
um quadrado de lado medindo 20− 2x.
Figura 4.19: Paralelep´ıpedo na˜o planificado
Fonte: autor.
Soluc¸a˜o: Primeiramente devemos buscar uma expressa˜o matema´tica que
represente o problema. Temos que seu comprimento e largura medindo (20− 2x)cm e
sua altura medindo x cm. Logo o volume V e´ dado por
V = (20− 2x).(20− 2x).x
Temos que a soluc¸a˜o desse problema se encaixa perfeitamente usando as desigualdade
das me´dias geome´trica e aritme´tica para os termos (20 − 2x), (20 − 2x) e 4x. Temos
enta˜o:
























592, 6 ≈ 16000
27
≥ V
Temos enta˜o que seu volume sera´ menor ou igual a 16000
27
. A igualdade da
expressa˜o implica em seus termos serem iguais, isto e´, 20 − 2x = 20 − 2x = 4x, que
implica em x = 10
3
≈ 3, 33.
4.2.1 Na sala de aula
Para entender e buscar a soluc¸a˜o dessa questa˜o, foram feitos va´rios quadra-
dos feitos de papel duplex com lados medindo 20cm. Foram formados grupos com treˆs
alunos, cada grupo recebeu um quadrado.
Antes que os alunos comec¸assem a formar o paralelep´ıpedo no formato de
caixa sem tampa, foi feito um modelo pelo professor para que os alunos compreendessem
os passos a seguir. Foi dito que o objetivo era cortar os quadrados de lado x de modo
que tenha o maior volume.
Cada grupo, com aux´ılio de re´gua e tesoura, retirou os quadrados de lados
x que achavam que iria possuir maior volume. Obtivemos va´rios paralelep´ıpedos com
dimenso˜es distintas conforme a figura 4.20.
Figura 4.20: Caixas no formato de paralelep´ıpedos feitas pelos grupos
Fonte: foto do autor.
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Para medir seus volumes, utilizamos gra˜os de milhos que foram colocados
no interior da caixa de modo a preencher o interior da caixa como mostra a figura 4.23.
Os milhos foram retirados e colocados em um recipiente para a medic¸a˜o da quantidade
por meio da altura usando uma re´gua (Figura 4.22). Para um ca´lculo “mais exato”nos
volumes dos paralelep´ıpedos que obtiveram alturas pro´ximas, pediu-se que contassem
gra˜o por gra˜o (Figura 4.21). Foi explicado para o grupo de alunos, em relac¸a˜o a unidade
de medida usada (milho), que os formatos na˜o eram “iguais”sendo apenas para buscar
uma aproximac¸a˜o da soluc¸a˜o do problema proposto. Para um melhor resultado, o uso
de areia fina seria uma boa soluc¸a˜o. Cada grupo mediu o volume de seu paralelep´ıpedo.
Figura 4.21: Grupo contando a quantidade de gra˜os de milho
Fonte: foto do autor.
Figura 4.22: Grupo medindo o volume
Fonte: foto do autor.
De todos os paralelep´ıpedos feitos, o que teve maior volume foi o que fizeram
o corte do quadrado de lado 3, 5 cm e o que teve menor volume foi o com o corte do
quadrado medindo 1 cm. Veja as figuras 4.23 e 4.24.
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Vale ressaltar a total participac¸a˜o dos alunos na construc¸o˜es das caixas que
foi de modo divertido em que eles fizeram com maior cuidado. Marques et. al (2009,
p.3) defende a ideia do uso de materiais concretos na aprendizagem matema´tica por
oferecer o conceito de diversa˜o e brincadeira ente os alunos. E´ notado o interesse e
envolvimento na atividade por parte dos alunos, deixando-os mais animados.
Figura 4.23: Caixa feita com maior volume
Fonte: foto do autor.
Figura 4.24: Caixa feita com menor volume
Fonte: foto do autor.
Depois foi lanc¸ada a seguinte pergunta: “Sera´ que 3,5 cm realmente nos
dara´ o volume ma´ximo? 3,4 cm ou outro valor sera´ que cabera´ mais ou menos gra˜os
de milhos?”
Enta˜o um aluno responde: “Temos que fazer para ter certeza, professor.”
Em seguida, foi dito que podemos saber esse valor exato por meio de
operac¸o˜es matema´ticas.
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“Vamos montar uma expressa˜o matema´tica que interprete esse problema e,
em seguida, vamos para o laborato´rio utilizar um programa chamado Geogebra que
nos permite fazer va´rias coisas, inclusive descobrir a medida do lado desse quadrado.”
No quadro, foi anotado a fo´rmula vista no bimestre anterior sobre o volume
dos paralelep´ıpedos e, em seguida, montada a expressa˜o matema´tica que dara´ o volume
do paralelep´ıpedo em func¸a˜o do lado x do quadrado:
V = (20− 2x).(20− 2x).x
f(x) = (20− 2x).(20− 2x).x
Cada grupo de alunos copiou a expressa˜o matema´tica do problema e, em
seguida, foram para o laborato´rio de informa´tica usar o aplicativo Geogebra, que se-
gundo Santos (2011) a utilizac¸a˜o de softwares educativos complementam conteu´dos
desenvolvidos teoricamente ou por meio de materiais concretos.
A figura 4.25 mostra o grupo de alunos realizando a atividade no laborato´rio
de informa´tica.
Figura 4.25: Alunos usando o laborato´rio de informa´tica
Fonte: foto do autor.
O laborato´rio ja´ estava com os computadores ligados e com o software Geo-
gebra aberto. Foi explicado que esse aplicativo pode ser acessado online e que permite
fazer va´rias figuras, func¸o˜es, gra´ficos e outras coisas na matema´tica. Em seguida, foi
mostrado passo a passo os caminhos a serem feitos para a resoluc¸a˜o da questa˜o.
1o passo: Digitar a expressa˜o do volume f(x) = (20 − 2x).(20 − 2x).x no
campo de entrada e dar um ENTER.
O gra´fico apareceu nas telas, mas seria preciso mudar a escala para melhor
visualizac¸a˜o. Expliquei isso a` eles e fomos para o segundo passo para diminuir a escala.
2o passo: Cliclar com o bota˜o direito na malha e ir em “Janela de visua-
lizac¸a˜o”. Em “Ba´sico”alterar o valor de “x Ma´x”e “y Max”para 10 e 600, respectiva-
mente.
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Logo, foi poss´ıvel uma melhor visualizac¸a˜o do gra´fico da func¸a˜o. Na figura
4.26 tem-se o gra´fico obtido por um aluno.
Por fim, determinar o valor de x para que se tenha volume ma´ximo.
3o passo: Na barra de ferramentas, clicar em ”Ponto”, em seguida ”Oti-
mizac¸a˜o”e depois clicar sobre o gra´fico da func¸a˜o.
Observa-se que temos dois valores para x, 3,33... e 10 que sa˜o, respecti-
vamente o valor de x para se obter valor ma´ximo e o valor de x para se obter valor
mı´nimo.
Concluindo que o valor exato para x seria a d´ızima pero´dica 3,333...
Figura 4.26: Gra´fico do problema feito por um aluno
Fonte: foto do autor.
Um aluno ressalta: ”Nunca que eu iria pensar nesse valor”
E´ ressaltado ”E´ de costume usar valores inteiros ou com apenas uma casa
decimal”. A atividade foi conclu´ıda e os alunos tiveram um tempo para explorar o
aplicativo Geogebra.
4.3 Atividade II
Deseja-se cercar um terreno retangular, conforme a figura 4.27, com 12m de
cerca de modo a se obter a a´rea ma´xima. Determinar as dimenso˜es x e y desse terreno.
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Figura 4.27: terreno retangular
Fonte: autor.
Soluc¸a˜o. Temos que a a´rea(A) do terreno retangular e seu per´ımetro (P)
sera˜o dados por
A = x.y (I)
P = 2x+ y
2x+ y = 12 (II)
Isolando y em (II) e substituindo em (I), temos
A = x.(12− 2x)
A = −2x2 + 12x
Como descrito na subsec¸a˜o 3.4.2, temos uma func¸a˜o polinomial do 2o grau,




cm e substituindo esse valor em (II) temos que y = 6 cm. E sua a´rea ma´xima sera´ 18
cm2.
4.3.1 Na sala de aula
Para ajudar na compreensa˜o e resoluc¸a˜o do problema proposto, foi confec-
cionado um muro feito de papel carta˜o e, como cerca, pec¸as de pla´sticos (Figura 4.28)
que se encaixam uma na outra.
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Figura 4.28: Pec¸as de pla´stico
Fonte: foto do autor.
Tomando cada pec¸a equivalente a 1 m de cerca, foram formados cinco grupos
de modo que cada grupo fizesse um modelo de cerca diferente. Temos enta˜o os cinco
valores poss´ıveis de x e y respectivamente: 1 e 10, 2 e 8, 3 e 6, 4 e 4, 5 e 2.
Foram entregues 12 pec¸as de pla´stico a cada grupo para que pudessem
confeccionar a cerca. No processo de construc¸a˜o da cerca, foi avisado para os alunos
que todas as cercas deveriam ser distintas.
Em seguida, cada grupo foi chamado a` frente para que pudessem medir a
a´rea constru´ıda. Enta˜o cada grupo fixou a cerca no muro feito de papel carta˜o e, para
medir a a´rea, eles colocaram bolinhas de gude no interior da cerca, de modo que cada
bolinha de gude seria uma muda de planta a ser colocada no terreno. A figura 4.29
ilustra grupo de alunos realizando a atividade.
Figura 4.29: Alunos contando as bolas de gude de seu terreno
Fonte: foto do autor.
As figuras 4.30, 4.32 e 4.31 ilustram treˆs das cinco cercas constru´ıdas pelos
alunos.
60
Figura 4.30: cerca 3 x 6
Fonte: foto do autor.
Figura 4.31: cerca 6 x 2
Fonte: foto do autor.
Figura 4.32: cerca 4 x 4
Fonte: foto do autor.
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Conclu´ıram que o terreno que dara´ a maior a´rea com per´ımetro igual a 12
m e´ o de dimenc¸o˜es x = 6 e y = 3 que coube um total de 92 bolas de gude.
Por fim, de modo ana´logo a Atividade I, foi feita no quadro uma expressa˜o
matema´tica que representasse o problema para que se possa resolver com Geograbra
no laborato´rio de informa´tica. Tal expressa˜o e´ dada por
A = −2x2 + 12x
f(x) = −2x2 + 12x
Seguindo os mesmos passos da Atividade I, os alunos confirmaram, atrave´s
do Geogebra, que as dimenso˜es do terreno para que se possa ter a a´rea ma´xima sa˜o
x = 6 e y = 3. Veja a soluc¸a˜o de um aluno na figura 4.33.
Figura 4.33: Soluc¸a˜o gra´fica de um aluno
Fonte: print da tela do Geogebra 5.
Essa atividade foi simples de se realizar visto que nenhum aluno teve difi-
culdade com os procedimentos dados.
4.4 Atividade III
Determinar as dimenso˜es de um retaˆngulo inscrito em um triaˆngulo retaˆngulo
cujos catetos medem 8 cm e 20 cm (conforme a figura 4.34) de modo a se obter a a´rea
ma´xima desse retaˆngulo.
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Figura 4.34: Retaˆngulo inscrito em triaˆngulo
Fonte: autor.
Soluc¸a˜o. Primeiramente iremos buscar uma expressa˜o matema´tica que re-
presente o problema. A a´rea do retaˆngulo inscrito e´ dada por
A = x.y (I)




















Como descrito na subsec¸a˜o 3.4.2, temos uma func¸a˜o polinomial do 2o grau, enta˜o o valor
da dimensa˜o x que dara´ a a´rea ma´xima e´ dado por x = −20
2.(−52 )
= 4 cm e substituindo
esse valor em (II) temos que y = 10 cm. E sua a´rea ma´xima sera´ 40 cm2.
4.4.1 Na sala de aula
Para soluc¸a˜o dessa atividade, foi entregue a cada dupla de alunos um
triaˆngulo retaˆngulo feito em papel carta˜o vermelho com as dimenso˜es dadas do enun-
ciado e uma folha com o esquema da atividade para registro dos ca´lculos. Pediu-se que
cada aluno desenhasse um retaˆngulo no triaˆngulo com dimenso˜es que eles achariam
que daria maior a´rea. A figura 4.35 mostra dois alunos trabalhando na confecc¸a˜o do
retaˆngulo inscrito no triaˆngulo.
Figura 4.35: Dupla realizando a atividade III
Fonte: foto do autor.
Todos os alunos se atentaram somente em desenhar um retaˆngulo maior,
na˜o se atentando para as medidas das dimenso˜es.
Apo´s todos desenharem, todos os alunos mediram as dimenso˜es dos retaˆngulos
com aux´ılio da re´gua e calcularam a a´rea. Como exemplo, vejamos a atividade de uma
dupla na figura 4.36.
64
Figura 4.36: Atividade de uma dupla
Fonte: foto do autor.
Uma dificuldade encontrada nessa atividade foi o desenho das retas paralelas
aos catetos do triaˆngulo retaˆngulo usando a re´gua, mas foi avisado a` eles para se
atentarem a isso de modo a caprichar no desenho. Tal dificuldade pode ser tida pela
defasagem do ensino de geometria nas se´ries iniciais onde seu maior foco e´ trabalhar
noc¸o˜es de aritme´tica.
Outro fator pode ter sido decorrente das consequeˆncias da lei 5692/71
que fez a substituic¸a˜o do componente curricular Desenho Geome´trico por Educac¸a˜o
Art´ıstica que, usando o Desenho Geome´trico, os alunos estariam mais familiarizados
com o uso de re´gua e compasso a fim de trac¸ar retas paralelas e outras formas.
Em seguida, cada dupla mediu as dimenso˜es do retaˆngulo desenhado e cal-
cularam a a´rea.
Tivemos va´rias construc¸o˜es distintas, sendo duas exatamente com as di-
menso˜es esperadas como soluc¸a˜o do problema.
Para conclusa˜o da atividade, foi feito a expressa˜o matema´tica, f(x) =
−5x2
2
+ 20x, que represente o problema usando semelhanc¸a de triaˆngulos e fomos para
o laborato´rio de informa´tica usar o aplicativo Geogebra para confirmar os resultados
obtidos. Como exemplo vejamos o gra´fico feito por um aluno na figura 4.37.
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Figura 4.37: Atividade de uma dupla
Fonte: print da tela do Geogebra 5.
Foi uma atividade muitos simples ao ponto de atingir o objetivo proposto.
4.5 Atividade IV
Construir todos os paralelep´ıpedos retaˆngulos cujo volume seja 64 u3. Sendo
“u”a aresta de cada cubo dado, determinar, entre eles, o paralelep´ıpedo de menor a´rea
total.
Soluc¸a˜o: Sejam x, y e z as dimenso˜es desse paralelep´ıpedo retaˆngulo. Sua
a´rea(A) e volume(V) sera˜o dados, respectivamente, por
A = 2 (xy + xz + yz)
V = xyz
Aplicando o teorema das desigualdades das me´dias aritme´ticas e geome´tricas
nos termos xy, xz e yz , temos
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Como V = 64, enta˜o




Temos enta˜o que sua a´rea mı´nima sera´ igual a 96 e que seus termos xy, xz
e yz possui valores iguais que implica em x = y = z . Logo o paralelep´ıpedo retaˆngulo
que possui menor a´rea com volume de 64u3 sera´ um cubo de aresta a3 = 64u3, a = 4u.
Veremos a seguir como foi trabalhado esse problema usando as ferramentas
de ensino da matema´tica juntamente com o grupo de alunos.
4.5.1 Na sala de aula
Para resolver essa questa˜o, formaram-se sete grupos e cada grupo fez um
paralelep´ıpedo com os 64 cubos de madeira (veja figura 4.38) de modo que cada grupo
fizesse um paralelep´ıpedo diferente.
Figura 4.38: Cubos de madeira
Fonte: foto do autor.
Cada grupo foi chamado a frente para montar o paralelep´ıpedo e em seguida,
calcular a a´rea total da figura e registrar na folha que foi entregue. Foi anotado no
quadro os valores das a´reas de cada grupo.
Uma dificuldade encontrada nessa atividade foi a construc¸a˜o do parale-
lep´ıpedo. Alguns conseguiram construir e outros sempre faltava ou sobrava pec¸as.
foi auxiliado nesse aspecto dizendo a` eles que o produto das treˆs dimenso˜es tem que
resultar em 64 que e´ a quantidade de cubos.
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Observa-se enta˜o apenas sete possibilidades para as dimenso˜es do parale-
lep´ıpedo, sa˜o elas:
1a)1, 1 e 64.
2a)1, 2 e 32.
3a)1, 4 e 16.
4a)1, 8 e 8.
5a)2, 4 e 8.
6a)2, 2 e 16.
7a)4, 4 e 4.
Nas figuras 4.39, 4.40, 4.41, 4.42, 4.43, 4.44 e 4.45, temos fotos dos parale-
lep´ıpedos feitos pelos alunos.
Figura 4.39: Paralelep´ıpedo de dimenso˜es 1, 2 e 32
Fonte: foto do autor.
Figura 4.40: Paralelep´ıpedo de dimenso˜es 1, 1 e 64
Fonte: foto do autor.
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Figura 4.41: Paralelep´ıpedo de dimenso˜es 2, 4 e 8
Fonte: foto do autor.
Figura 4.42: Paralelep´ıpedo de dimenso˜es 1, 4 e 16
Fonte: foto do autor.
Figura 4.43: Paralelep´ıpedo de dimenso˜es 4, 4 e 4
Fonte: foto do autor.
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Figura 4.44: Paralelep´ıpedo de dimenso˜es 2, 2 e 16
Fonte: foto do autor.
Figura 4.45: Paralelep´ıpedo de dimenso˜es 1, 8 e 8
Fonte: foto do autor.
Outra dificuldade encontrada na realizac¸a˜o da atividade foi a visualizac¸a˜o
dos retaˆngulos da figura para o ca´lculo da a´rea, alguns grupos tiveram dificuldade
em enxergar a figura por completo. Tal dificuldade foi citada por Rogensky e Pedroso
(2007) ao dizer da necessidade de “resgatar, nos alunos de Ensino Me´dio, a visualizac¸a˜o,
a representac¸a˜o e a interpretac¸a˜o geome´trica”, onde tais fatos podem ter ocorrido pela
defasagem no Ensino Fundamental.
Apo´s todos os registros de a´rea, concluiu-se que o paralelep´ıpedo retaˆngulo
que possui menor a´rea e´ aquele que possui dimenso˜es 4, 4 e 4. Foi questionado aos
alunos o nome espec´ıfico da figura e logo responderam: “cubo”(Figura 4.43). Concluiu-
se a atividade com o resultado esperado.
Esse problema na˜o foi poss´ıvel de ser feito no laborato´rio, pois a func¸a˜o
que a representaria seria uma func¸a˜o de duas varia´veis. Se a base do paralelep´ıpedo
retaˆngulo fosse quadrada, tal ca´lculo no Geogebra seria poss´ıvel.
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4.6 Avaliac¸a˜o das aulas
Ao final da u´ltima atividade, foi entregue um questiona´rio (Veja Apeˆndice
D) para que cada aluno avaliasse as aulas. Foram feitas as seguintes perguntas:
1a Voceˆ se dedicou e mostrou interesse durante a realizac¸a˜o das atividades?
2a O professor foi claro em sua explicac¸a˜o dos conteu´dos e das atividades?
3a Em relac¸a˜o a sua aprendizagem nas atividades, foi satisfato´ria?
4a O uso de materiais concretos e o laborato´rio de informa´tica favoreceram
para sua aprendizagem nas atividades?
Todos os alunos responderam ”sim”para todas essas perguntas. Era de se
esperar pelo interesse demonstrado por todos e por ser algo divertido e diferente para
eles, fugindo da aula tradicional que foi dada ao longo do ano.
Nessa mesma avaliac¸a˜o, teve dois espac¸os para que os alunos escrevessem
os pontos positivos e negativos das aulas dadas. De modo geral, os alunos elogiaram
as aulas dizendo que a explicac¸a˜o do professor foi boa com nenhum ponto negativo
destacado. Vejamos alguns exemplos de respostas na figura 4.46 a seguir:
Figura 4.46: Respostas de treˆs alunos na avaliac¸a˜o




Com a realizac¸a˜o do trabalho e com as ana´lises das atividades feitas com
o grupo de aluno, ficou claro que o uso do laborato´rio de informa´tica e de materiais
concretos facilitaram o aprendizado do conteu´do de modo a motivar o interesse em
resolver tais problemas propostos que, em uma certa tomada de decisa˜o, a importaˆncia
do tema proposto e´ de intensa relevaˆncia.
Durante as atividades, os alunos demonstraram mais interesse e participac¸a˜o
nas aulas, visto que as mesmas foram ministradas de forma diferente das aulas tradi-
cionais que foram dadas durante o ano letivo. Claro que ainda ha´ muito o que se fazer
pois ha´ defasagem de pre´-requisitos que podem ser sanados com uma boa preparac¸a˜o
de conteu´dos e aulas diferenciadas buscando a atenc¸a˜o dos estudantes. Santos et. al
(2017, p.37) enfatizam que
A construc¸a˜o do conhecimento exige novas metodologias e ambientes di-
ferenciados de aprendizagem, pois,cada sala e´ formada por um grupo he-
terogeˆneo de alunos. O ensino tradicional na˜o atende a`s dificuldades que
alguns alunos apresentam, fazendo emergir a necessidade de um a educac¸a˜o,
onde o aprender a aprender fac¸a parte do cotidiano dos alunos e professores.
A mudanc¸a da metodologia tem um papel principal na transformac¸a˜o do
processo de ensino-aprendizagem.
O embasamento teo´rico do trabalho possibilitou um maior entendimento do
conteu´dos que assim foram desenvolvidos nas atividades com os alunos e nas resoluc¸o˜es
do problemas propostos, na˜o necessitando do uso de ferramentas do ca´lculo para tais
soluc¸o˜es.
Vale ressaltar que as aulas tradicionais foram de extrema importaˆncia para
a concretizac¸a˜o dos conceitos, sendo as aulas experimentais como um motivador em
que se pode aplicar no comec¸o ou no fim do ensino de um determinado conteu´do, de
modo tambe´m a na˜o fugir da sua abstrac¸a˜o.
No´s professores, temos que sempre buscar uma abordagem diferenciada de
ensino de modo a motivar os alunos e fazer com que a matema´tica se torne prazerosa
72
aos olhos dos alunos, como demostrado na realizac¸a˜o desse trabalho cumprindo assim
o objetivo de estudar otimizac¸a˜o em alguns problemas de Geometria Plana e Espacial
com alguns alunos do 2o ano do Ensino Me´dio de uma escola pu´blica da Ceilaˆndia-DF.
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CED 15 DE CEILÂNDIA 





TRABALHANDO COM GEOMETRIA PLANA
 QUADRADO 
 
A = Lado x Lado 





A = base x altura 





 Perímetro: soma de todos os lados de uma figura geométrica plana (a medida do contorno). 
 





















Dentre os retângulos, qual o que possui maior área? 
(      ) A 
(      ) B 
(      ) C 
(      ) D 
 























Atividade 3 – Calcule a área e o perímetro de cada figura: 
 




Dentre os retângulos, qual o que possui menor perímetro? 
(      ) A 
(      ) B 
(      ) C 
(      ) D 
 
















Demonstrac¸a˜o (para n = 2).
Sejam b1 e b2 nu´meros reais e positivos.
1. Mostraremos que MG(b1, b2) ≤ MA(b1, b2) e que a igualdade das me´dias ocorre
se, e somente se, b1= b2.
Sabemos que MA(b1, b2) =
b1 + b2
2
e que MG(b1, b2) =
√














b1b2 + b2 ≥ 0








MA(b1, b2) ≥MG(b1, b2)
























2. Mostraremos que MH(b1, b2) ≤ MG (b1, b2) e que a igualdade das me´dias ocorre
se, e somente se, b1= b2.






e apliquemos a desigualdade




































MG(b1, b2) ≥ MH(b1, b2)
























b21 + 2b1b2 + b
2
2 = 4b1b2
b21 − 2b1b2 + b22 = 0
(b1 − b2)2 = 0
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